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Parte I: Equazioni lineari del moto e coefficienti di smor
zamento delle oscillazioni di betatrone nel caso
di focheggiamento debole.

Introduzione

Nelle macchine acceleratrici circolari le particel
le sono soggette in generale:
1) 2ll'azione del campo magnetico di guida;
2) al sistema di accelerazione a RF;
3) alla perdita di energia per irraggiamento proprio (o
coerente con le altre particelle);
4) all'azione delle altre particelle cariche che circola-
no nell'anello della macchina; '
5) agli urti contro le molecole dei gas residui all'inter
no della ciambella,
T meccanismi con cul guesti effetti influenzano il
moto delle particelle sono stati ampiamente studiati e nel
la letteratura si trovano i risultati di questi studi(1-5).

Nella presente relazione ed in quelle che ci ripro

(x) Taureando presso il gruppo magheti dei Lab. di Frascati.

(o) Sezione dell'T.N.F.N. di Pisa.



-2 -

mettiamo di{féf'éééﬁifé, cercheremo di raécogliefevéd e—
gprimere in modo unitario la teoria lineare (ciod nella
approssimazione di Gauss) del moto di particelle relativi
stiche ih'uhé‘macchina acceleratrice e i risultati che da
questa teoria si pogsono dedurre. o L
Presupponiamo che per una particella di un dato mo
mento p, esista un'orbita chiusa s,, cio& untorbita che,
a prescindere dal campo di accelerazione & RF, dalla varia
28

zione del campo magnetico =

o

~per irraggiamento e dagli urti contro le¢ molecole del'gas,

, dalla perdita di energia

viene ripercorsa identicamente ad ogni giro,. Qualora la

velocith iniziale delle particelle sia tangente a detta cur

va, tale orbita chiusa s, viene percorsa in un tempo-di ri
voluzione 7. = iE (f, = frequenza della RF, N armonica
SR

della RF).

Prescindercmo nel seguito dal caso in cul si abbia
degenerazione, e clcé guandos -

a) esiste, nell*approssimgzione lineare, una molteplicita
di orbite chiuse che si intersecano tre di loro (corri
spondente ad un dato momento Do) s

b) il tempo di rivoluzione non & funzione del momento P,
della particella (sempre preecindende dalle variaziohe
del campo magnetico, dalla RF, etc.).

Nel caso a) si hanno risonanze di betatrone(1), men
tre il caso b) interessa in pratica solo il-COmpoftamenfo

" dedi pfotosiﬁcrotroni.quando le particelle-raggiungond la

"energia di transizione.

8§ 1 - Bquazioni linearizzate del moto.

Una particella & individuata dal seguenti parame-

tri:
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s = coordinata curvilinea dell'orbita

X(S) =

k'(s):
Dpls) _
o

It

afrs;

z(s)

il

Z'(S):

scogtamento radiale della particella rispetto alla
orbita di equilibrio s, (v. fig. 1);

dx/ds = inclinazione orizzontale della particella;
scostamento in momento rispetto 2 p, (p, & il momen
to a cui corrisponde la frequenza di rivoluzione fo
pari alla freguenza della RF);

scostamento di fase della particella rispetto alla
fase della RF;

scostamento verticale della particella rispetto éi—
1'orbita di eguilibrio;

dz/ds = inclinazione verticale della particella;.

TLe grandezze ora esaminate possono considerarsi un

esavettore nello spazio della Ffasi, che simbolicamente in

dichiamo con {X}.

da:

(1)

H

TL'equazione del moto in forma differenziale & data

W=t el il - o1 (SN 1 6 il

ove i simboli hanno il seguente significato:

(2)

(3)

X (valore delllesavettore al
+ ds)

ixi - e la coordinata ;: o

L (valore dell'csavettore alla
4R | coordinata S‘=is°)




it Js n ¢ Q 0
(4) D Cmds L vebds Az, L,
' R: ' f, Rs ‘
| é‘§§'§f 0 1 §f§§§g 0 0
] = -5 ds ¢ 0 e 0 0
0- o | o 9] e A s
N nals Voo,

S -

ella matrice |M,| 1 simboli rappresentano:
ds = elemento di traiettoria (in m)
V = campo elettrico (in V/m)
£,= energia delle perticelle (in elettronVolt)

¥o= fase di entrata della particella nella RF

n=- = =z = indice di campo
=K Bg\) ' -
I = numero dell‘larmonica del campo di accelerazione.

In | ¥,} alcuni .termini (contrassegnati con l'aste
risco) derivano dalla presenza della RF, il termine mjq de

rive. dal campéfelettricq associato alla variagione del canm

pd magnetico e zlii altrﬂ termini derivano dalla presenza

del gradiente di campo magnetico(11>.

. o e - % i . - . ]
Ricordiamo che {M,{ si pw scrivere come lMo\h+\Molv

e cioe
"“\\\ / Jou 000 0 00
4 0 v 00 00 9 O
N ool oo oo o
(s) 7 Lo v 0 g0 00 o O
g0 ¢ 0 p O g 0 & 0N
Dov oo v o IR B R
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|

5 rappresenta il

o contributo all'accelerazione dovuto al

la RF, ed & dato da

Ty
O

(9

TLe matrici 1M1 (7)1, {84 (¥y)1 , rappresentano la
perturbazione introdotta nel moto dell'irraggiamento del—-

la particella, Se si trascura la dispersione angolare del-—
) e

&y )
gueste matrici assumono un'aspetto particolarmente sempli-

1lirraggiamento (per altro inferiore in angolo a

ce e precisamentes

(8)

byt N

¢

0

E (i-In)
~z s

€}

9

C

XY

i Y-
Gkl M it
[$

¢

0

)

™.,

P
ZA 'y e Mo idfs
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dove:

h = 6,6237 x 10734 Joule sec

¢ = velocitd della luce = 3 x 108 m/sec

w = frequenza della radiazione emessa (secf1)

y = W/l = variabile casuale il cui valor ﬁedid >
¥ = Fb‘-/% = 0,304

We= 3 /#?CL)E (sec™)

= ‘g o = 1,42 ;}*; L; { fz)‘;;:%a

¥ = numero totale di quanti irraggiati per unlta di tempo
o fazad
R
2% 34/ £ 35

7
4,/, 3 ip::—;& 7 ;{:: (unitd MKSQ)

c. ) X c e
§F=?camm1nq medlo delle particelle tra due emissioni suc-

LY

' R '
cess¢ve \ Wly, o valori di N, bes per & = %; s R=R

o]

Iy-y1¢ =03

Ricordiamo che valgonc le Seguentl re1a21on1(6 =7)
— . ,., hw—,.
(9) W= = ;:, ’ Y ;)= ly Bly) ) P /,ez(yﬁ? :
1 - {\’

<@

Nei graflcl 1,2,3,4 sono riportati in funzione di
x

R e per diversi valori di X = ooy s gli andamenti di wg
- ;. — — di e T
N, Qé{lé&MN*

G8s

Ep (84": )} rappresenta il cosiddetto

"effetto di betatrone" (per cul una variazione nel tempo

Ta matrice

del campo magnetico & equivalente ad una variazione del

momento della particella),



E sara:

{1
I
.
r
By
O

-

I termini lE3i + iE4l.iX°‘ rappreséntanO‘l'influeg
za della carica spaziale e degli urti contro le molecole
dei gas residui.
L'influengs della carica spaziale pud essere di
due origini: ,
a) la carica spaziale di un fascio di particelle di carica
concorde e che si muove sulla stessa curvajs
b) la carica spaziale di un fascio di particelle che inter
seca un fascio di particelle di carica opposta. |
Nel caso a) le particelle sono soggette per tut-
to 11 tempo della loro permanenza nelia macchina accelera=
trice all'azione del campo elettrico delle altre particel-
le. ' : . ‘
Nel caso b) l'azione delle particelle di segno
opposto si fa sentire solo nell'istante di intersezione
dei due fasci e pud considerabsi come l'azione di una len-~

te cbnééﬁtrata;"la influenza‘diventé allora del tipo
\e - =l

8 2 - Confronto tra le. forze regiproché délle‘particelle

di un pacchetto e quelle magnetiche di richiamo,

Per avere un'ided‘delle'fofﬁéiélettrostatiche che

agiscono sul pacchetto di particélle in confronto alle for
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ze di richiame esgercitate dal campo magnetico, riportere-

mo le espressioni di dette forze:

- - 1P £A, (1=-n)zce
0 e, 2 G s
i e A/ A B
R C VP T VF eflz)

(vedi fig. 2)
Se desideriamo una indicagzione delle dimensioni

minime che il fascio pud avere, sard sufficiente imporre:

FBo = Fes
Se ad es, abbiamo’
B, = 1 Wb/m? ¢ = 3 x 108 m/sec
Ry = 2 m - AR = Az = 2z
N = 1013 Cf(z) = z
L, = variabile (in'm) e’= 1,6 x 10719 coulombs
n=20,5 D ‘ €,= 8,85 x 10712 unitd MKSQ

dato che la dimensione media radiale risulta:

-

s R
= 0345 xS 2)E

l $TL 4HEL 1) Eal

¥) - Z=

potremd ottenere la seguente tabella:

L(m) {1072 | 2. 1072} -3 . 1072| 4.1072

(z#) o
z(mm) | 34,5 24,1 19,2 17,2

§ 3 - Discussione della matrice delle oscillazioni verticali

In questo. paragrafo, facendo riferimento alla e-
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spressione (1), porremo per ipotesi, iE3‘ = 0, !E4‘ = 0.
E inoltre ricordiamo che ‘f5 , fase della radiofrc

quenza, & determinata dslla uguaglianza:

}@t;zi- = energia media irraggiata + termini di betatrone.
“

Come & facile vedere, la matrice delle oscillazio

‘ni verticali (per uvn tratto infinitesimo) si riduce a:

(135 \M.?]i, =

ponendo

Occorre dare l'espressione della matrice wertica-
Te relativa ad un tratto finito di spazio. E' quindi neces
sario ricavare gli autovalori e le matricl diagonalizzanti.

¢1i autovalori risultano:

y J I NN Y P . oAt
(142) = A, = /-(Fre wy ) s, o mé:/iifé

(14-b) ) /}g - 7}_" ",Ei‘,'_’”}é){:{ls .:

Le matrici diagonalizzanti risultano:

L 1
(152) o -{’rf‘?m{é,) - *:,—3'-4’&‘{5
s A S

e S 2y



_ 1()' _

Si presentano.ora dug differenti casi:
1)}§=:costante £ 03 questo cago si ha quando la partidel
la si miove su una 01rconferenza° 11 campo magnetl-"
‘ 'co ® statico e si ha 1rragg¢am@nto.
2)/4=£jvar1ablle; 5111 cabo 1n Cul & presente anche il cam
| po'maghetiob varlablle e 11 raggio dl curvatura cam
bia lungo la traietboria, |

Nel primo caso la g?trice relative: ad un tratto

finito di lunghezza I = / ds risulte:
(>3

.o A <t

(16) Mol ="ﬁ”anLk]l¢ K ll?ﬁmi )

e si1 ottiene, eseguiti i calcoli:

‘oo
Lrs W+ Jw Wl = tuwl

“Hh‘

(17) lﬁ%{L)lv = -

i M, rm«ﬁfl . p@ﬂwf‘ﬁzétmﬂﬁfi

D' p0551b178 notare che la matrice ottica risulta
- | sormine o=(AIE .

tutta moltlpllcaua per il termine e . Qulnd z2 vie
ne a rappresentare il coefficiente 4di smorzamenﬁo delle
oscillazioni.

Nel:secondo caso (che si riscontra gquanto nel sin
crotrone vi & accelerazione delle paftice]le), occorre cal
colare in altro modo ) la (16). espre581one lele-

ne:
e

o), = T Y )] }Q‘AK i)

f’ii. m{:“({ﬂ) |
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g . .
Ora, essendo /J inversamente proporzionale a é?,

e quindi a s, (dato che l'energia si pud supporre lineare

con s), segue che &: ,
G S5 Sa

/3=

i S s s ‘ . 7 . .
con f,5o costante di proporzionglita. Per cu;wﬁg subisce in

un tratto ds un ineremento pari a:

X '
g T
f-a =g

7 wa
(ﬁfg,f.f;:" e %

-

-

Nel corso delle diagonalizgezioni, i prodotti

| o tmj"l/' ,”?" ! ‘ l ‘
| ma{ardp) || mie B)
g causa della variazione di/@ non danno pit come risulta-

to una matrice unitaria, bensl otteniamo:

’ . i
A i A A
. L3
(18) | s “
ove abbiamo posto 4
G o~ L oSy
t:'f - A =

Ora, tenendo conto della (38) e indicando con \ibl‘
ds la matrice (funzione di s) ivi aggiunta alla unitaria,

risulta:

=Pl et {i%ETHL'H’\*%}%’%A"‘Uméilf‘ﬁ)}‘
fﬁm. QL i ‘ J’M:, j;sﬁ-v TR
s ol ) ik ol s #
e S (g ’ !:3"5’",{ . R -}, _
Tt e s 1 I i)l
Yo W



s '? 7 5
ove | )’ 1".'/.:;) e ! A 4 “: f:‘g l’\l .»";{}é 4 b ® 4
£ ra
/ f:;’o iy Ve F e -.'_‘:’?‘».!‘fv'"ﬁ fi’:, I'd 5 = -.;3
L8

(ber il procedimento vedi ref;(s)).

Ora come abbiamo detto, se

g & sufficientemente

piccolo, la sommatorie degli infiniti termini che compare

nello sviluppo del prodotto (19) pud eésere earrestata al

primo termine (v. append. 7).
- In tal modo otteniamo:

L
H oy, i
; it ;/‘;':"Ei ""/
;:?J" [i.:":i };}?‘{L) ’m {ﬁ) -
d i fd v Y
H rl,&:‘f ? b= { l,{-’r 7] {
CAR e fope & ¥ & |
. ) . — ;
e 24l b, St
S F
- F‘,'J'Zﬂ .. ; oo P
<g alewml g Lt g 8y T
T e oy - gy it - — v‘:‘,_w
o o) ‘}‘f,{ja ’ Wy cdf, e
i 4 /;‘,F f"—i""’) /(Q-,A:n:'ﬂu. fey - )
. 7 . fle3L
5 £ 4%
(ol =i S
—— k:' ~a - Vm . 3}) £ } T
i Y vl A c A
- P = !L > iny et 4 . %
R 2 g [ SRR Ta )
ove: Ao
- ré’r—--
- ‘s # e "o, -
8 = fupds v 205,
- -t N
L},mhu—-ﬁm
L s
~ - o ‘
iy = [Ty - & -
sl o
ey
P L2
é = j’ ~

) . . e . 2 S
trascurando, alltinterno d4i w3 1la grandezza-’{/@

I1 fattore Adi smorzamentb, che moltipli%a la ma-~

trice ottica, risulta quindi,
s I;f' - v
Pl Lot

pal‘i a Lo \/:; R

,,,,,

nel caso di /ﬁ’ variabile,
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Ora, essendo

/3@%

risulta, per il termine di smorzamento:

;:":r‘
2w E
€ VI e = /

v

Questo risultato si otbttiene di solito dal tevrema
di TLiouville o dalle eguazioni della dinamica,
Proponiamoci di trovare inoltre la costante di

‘ . . o N
smorzamento verticale, che indicheremo con £, sara:
L

SN Z
v LR - —
& A A - -
o BT L o B
#

: . . . P = . .
per cui, esgprimendo il valore di {,, medlante il valore

4 7 : :
medio di /%v (che indicheremo con /3 ) lungo l'orbita chiu

sa di equilibrio s,, avremo:
. 3

_?
u//th - Z,F_;, ; /A»éa
(1, = lunghezza dell'orbita so)

Ed essendo, nel nostro CuSO,

— Voaie o
S t«,y C'l.?' /V
s

sostituendo otfeniamo(9)(?o):

I
) r WAV S
nL Tl .27 x /o fl::g _ / K
- /

20 =g E
chs

™
b

(formule note nella letteratura (9) (10)).

§ 4.~ Discusgione della matrice delle 0301lla21on1 oriZzon-

tali nel asb' i focheggiamento debole,

Nel caso generale délle macchipe acceleratrici &
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soddisfatta la relazione:

@) s o 1 _
Z. 7R, HdE '

La matrice delle oscillazioni orizzontali divie-

ne allora:

7 - Ao

(i-n)
-

L

(21) }M,| =

hin
-y X, f,
Ka

<‘7§;l 2

ds ;
n)ds 5=

é

T-bas A

zf 4r

o

4

» s

s -

¢

)

43 0 /‘f%ﬂuy%kk' ""”de&

7

}

E' opportuno, per ricavare le twaiettorie del mo~
to, risolvere llequazione secolare tratta dalla matrlce

medesima, che risulta:

I8
¥ rgant- L o )r +/§:,w Gk 3,58 )+
(22) (f-h/ s 23 yﬂh S
+"“T, //; 9’.»?) z,f'g (}t]’r'b %5&2: =0
con o f—A'
A= s

Per ottenere le solu21on1, opereremo 1n questo
B * =
g N a V so

no trascurab111 rlspetto al termlnl ove compare n, & pos-

modo- tenendo presente che i termlnl 1n§'4

31b11e trasformare l'equa21one secolare completa nella e-
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quazione semplificata (biguadratica, e quindi facilmente

risolvibile) che riportiamo qui sotto:

) o Wk
(23) . X'+ T AT Gyt

Te sue soluzioni risultano:

o - (TR
(24a) X, =¢ 57 & ‘:f"’ & &)
| | !‘_;._-’ oA ————— g
(24v) ¥,= -/ i;:ij ' A== /‘*"‘“‘W’
Vo v /(;Of (7-n)

A queste radici, essendo 1mmag1narle, corrispons
dono soluzioni oscillatorie del moto. Per ricavare gli smor
samenti & necessario valutare la parte reale delle radici
"della equézione secolare (22). Cid & semplice perchd gidl
si conoscono le soluzioni approssimate (che gono le solu-
zioni (24)). Ia correzione 4 x che bisogna apportare a que
ste soluzioni in prima approssimazione dell'equazione seco

lare (22) pud ricavarsi col metodo delle tangentl e si ot~

tiene con la formuls

{0
Qyi =~ =7
; V)" i/

Ta parte reale @i Ax; rappresenta lo smorzamen
to delle oscillazioni.
Eeseguendo i calcoli, otteniamo, trascurati i ter

_}-f g — ﬂ'
mini quadratici in V,F% , boar M o

| CTh e 2nd D8
(25 a) ﬂ,\’;‘,”;”ff{’:"’} x ﬁXz/:era) Fi / "”’”/Y 2li-n) ﬂgo Py

a4
(25 b)df(ﬂﬂff} = /’*e‘“’ / 4“’”’* f!x»mriﬁoaf-
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(ricordando che ¢B,R, ={§;).

Qualora sia n costante (focheggiamento debole),
1 termini dovuti all‘irraggiaménto siano picecoli, ed in
caso di?assenza di variazione temborale di campo magneti-
co ( é%% = 0), sostituendo ad ¥ i1 proprio valore, ot
teniamo, con procedimento analogo a quello svolto per la

ricerca della costante di smorzamento verticale:

~f ) ) ‘. ~ ' o F ] : -/
7 3 " - "‘;‘f
| T e 2y . b~

(9-10)

che coincidono con le formule note nella letteratura
Nella progsima relazione ricaveremo la matrice
delle oscillazionil orizzontali relativa ad un tratto fini-
to di traiettoria, ed esamineremo il comportamento delle
particelle in c¢aso di gtrong-focusing, con particolare ri-
guardo alle dimensioni del faécio, tenendo anche conto del

le fluttuazioni statistiche dovute alltlirraggismento.



- 17 -

Appendice I

Calcolo del secondo termine della sommatoria (19)

Si has

g 7 J 7 ;[;) /
il ? - e i ) s -

(28) v

EL f
4
= ’..._..-.“"’J g e
7 .
dove:s
L %
i {F f ff’:n 3 955 -~
Mm,= ’f Bt == - s f ~ S on rf/ L
: _m%ﬂ < it . gﬁg*
‘S'-D ;
7 T v
a3 ;‘ rmor F e 3 ,; _{,,,E
- f/::’ {{aldd &7 Pt 8 S S
n
V4= ':“
L . - &
. v,
P I Y z:{’ P '{ 3
LA s E ) i A,
p o e L [ 2 S
e/ [ aip W " Y tad-
3o : : : -.S-.'»

iy i .
N K)‘:‘? ..f,!" e /’} E'(:S
- I ML iy T
. A
'3 -

avendo posto:
'S - ,7"" y;" .
I (3 -
4 = /ch{ U/w’f_g s ¥ 2= [L-55)

-

(29) 5 ,
ff A{/ o - ; M//’a/‘ 2 l;ﬁ«{’!ﬂ« 25 * S‘;,)

It



Come 81 vede il termine (28) & proporzionale, ol-
tre che al fattore di smorzemento che compare anche nel
primo termine, a gfﬁ. Inoltre nei.termini s l'integfan—
do decresce rapidamente come 1/s2. Pertanto il termine (28)

pud essere trascurato rispetto al prino.,
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